Chapitre 10 : Correction des exercices 1

Exercice 1:
1. ugz = ug + 3r donc ug = ug — 3r =16 — 6 = 10.

2. VneN, u, =x+nr et v, =z.q".
On a égalité entre les eux pour z = 0.

Exercice 2:

1. (up)nen est une suite géométrique de raions —1 donc Vn € N, u,, = 3 x (—1)".

2. (a) Recherche du point fixe

SoitzeR. z=22+1x=—-1

(b) Recherche de la raison de la suite auxiliaire
On pose : Yn € N, w, = up, — (—1) = u, + 1.

VYneN, wpt1 =upt1 +1=2u, +1+1=2>u,+1) =2w,
La suite (wp)n>0 est donc une suite géométrique de raison 2 et de premier terme w, = up + 1 = 1.
VneN, w, =2"

(c) Expression du terme général
De plus, Vn € N, u,, = w, — 1. Donc,

VneN, u,=2"-1

3. (a) Recherche du point fixe

1
Soit x € R. ﬁU:l—fIf{:}:E:§

(b) Recherche de la raison de la suite auxiliaire

1
On pose : Vn € N, w, = up — —.

2
1 1 1
Vn € N, wn+1:Un+1—§:1—un—§:§—un:—wn
. . C . . 1 3
La suite (wy,)n>0 est donc une suite géométrique de raison —1 et de premier terme w, = ug — 3= "3

Vn eN, w, = —g x (=1)"

(c) Expression du terme général

1
De plus, Vn € N, u,, = wy, + 3 Donc,
3 n
Vn €N, un:—ix(—l) + =

4. On conjecture que Vn € N, u,, = 22".

I Pour n =0, up = 22’ = 2! = 2 donc P(0) est vraie.
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Chapitre 10 : Correction des exercices 2

H Soit n > 0 tel que P(n) soit vraie.
Upp1 = ul = (227)2 = 22%2" = 22" donc P(n+ 1) est vraie.

Exercice 3:
1. L’équation caractéristique associée a cette suite est 22 = 4z — 4 de discriminant A = 16 — 16 = 0. Cette
équation admet donc une racine double x = 5= 2. On en déduit la forme du terme général de la suite u
(A, B) eR%, VneEN, u, = (A+nB) x 2"
Les deux premiers termes de la suite imposent les valeurs de A et de B.

w=A=1 LfA=1
u =(A+B)x2=0 B=-1

L’unique suite définie dans ’énoncé a un terme général de la forme : Vn € N, u, = (1 —n)2™.

2. L’équation caractéristique associée & cette suite est 22 + 2z — 3 = 0 de discriminant A =4 4+ 12 = 16 > 0.
—2+4

2

Cette équation admet deux racines xq = =1 et xo0 = —3. On en déduit la forme du terme général

de la suite u
3(A,B) e R:, Vn €N, u, = A+ B(-3)"

Les deux premiers termes de la suite imposent les valeurs de A et de B.

1
u=A+B=1 B=-7
~
up=A—-3B=2 a3
4
: e o L 3—(=3)"
L’unique suite définie dans I’énoncé a un terme général de la forme : Vn € N, u,, = —

3. On va modifier I’équation en Vn € N, upyo + 25upn+1 — Suy = 0.
L’équation caractéristique associée & cette suite est 22 + 22 — 3 = 0 de discriminant A = 4 + 12 = 16 > 0.

. . . —-24+4
Cette équation admet deux racines x1 = =1et zo = —-3.

Exercice 4:
1. g = 3ug + 2wy =7, v1 = 3wy + 2ug = 8, us = 3u; + 2wy = 37 et wy = 3wy + 2u; = 38.

2. On dit qu’une suite (¢,)nen est constante lorsque : Vn € N, ¢,41¢,. La valeur de la constante est ensuite
donnée par la valeur du premier terme.

Vn € N, upt1 — wpt1 = 3uy, + 2w, — (3w, + 2uy) = up — wy,
La suite (u, — wy)nen est donc constante et vaut ug — wg = —1. En particulier,

Vn e Nyw, =u, + 1

3. On doit montrer que la suite (uy,)nen vérifie une relation de récurrence de la forme : Vn € N, w41 = auy, +b.
Vn € N, upt1 = 3uy + 2wy, = 3uy + 2(upy + 1) = 5uy + 2

La suite u est bien une suite arithmético-géométrique.
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Chapitre 10 : Correction des exercices 3

4. On va appliquer la méthode qui permet d’obtenir I'expression du terme général a partir de la formule de
récurrence.

(a) Recherche du point fixe

2 —1
SoitzeR., z=6r+22=— = —
—4 2
(b) Recherche de la raison de la suite auxiliaire
-1 1
On pose : Vn € N, t, = u, — <2> = u, + (2)

1 1 5 1

La suite (t)n>0 est donc une suite géométrique de raison 5 et de premier terme ¢, = ug + 3

¥n € N, tn:gx5”

(c) Expression du terme général

1
De plus, Vn € N, u, =t, — <2> Donc,

Enfin, Vn € N, w, = u, + 1. Donc,

3 1
Yn €N, wn:§x5”+§

Exercice 5:

1. La fonction f est définie et dérivable sur R\ {—2} comme quotient de fonctions dérivables avec un dénominateur
qui ne s’annule pas.
2(x+2)— (2 + 1) 3

Ve e R\{-2}, f'(z) = T M

La fonction f est strictement croissante sur Ry donc Vx € Ry, f(x) > f(0).
1
Or, f(0) = 3 donc on a bien Vo € Ry, f(z) > 0.
2. Pour n € N, on note P(n) : "u, > 07.

I: up =2 donc P(0) est vraie.

H: Soit n € N tel que P(n) soit vraie.
Unt1 = f(up). Or, u, > 0 donc, pas la question 1, up+1 = f(uy) > 0.

Donc, on a bien Vn € N, u,, > 0.

3. Soit n € N.
2un + 1 Uy — 1
—1
¢ :Un—i-l_l: un—|—2 _ Un+2 _ un_l :lt
T i+ 1 2up + 1 | 3nt3 3, +1) 3"
Up + 2 Up + 2

La suite (t)n>0 est donc géométrique de raison 3
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Chapitre 10 : Correction des exercices 4

1
4. Le premier terme est tg = 3 donc Vn € N, t, = FrEse

5. Soit n € N.

Up — 1
tn:uz_'_l<:>tn(un+1):un—1<:>un:

—1—t, 141,
t,—1 1—t,

1
L+ 3n+1 _ 3n+1 +1
L 3ntl 17
B 3n+1

donc, Vn € N, u,, =
1
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