Chapitre 5 : Correction des exercices 1
Exercice 1:
1. 2=142i—2—-4i=-1-2i
2.z = (1+2i)(2—4i) =10
3. z=(2—4i)? = —14 - 8i.
4. z=(1+2i)> =1+3(2i)? +3(2i) + (2i)  =1—-12+61 — 8i = —11 — 2i.
5 1+2i (1+2i)(2+4i) —-6+8 -3 .2
.= = = f— 1—.
241 (2— 41)(2 + 40) 20 10 5
1 —2i —i
6' = —= — = —
T 4 2
2022 +2022
1—
Ta=Y =i
1-1
k=1
Or, i* = 1 donc 2022 = (4)5%5 i2 = 1.
2022 . . .
2
Donc, it = 1.:21(1+1):—1+i
1—i 2
k=1
-1 3
Exercice 2: On notej:2+i\2f.
o 1 V3. 3 -1 V3, .
lLjyo=--—7i—-=——-——i=]j
4 2 4 21 32
.3—..2: 7:.2:7 —_ =
P=3it=ii=ll 4\;4 .
3 -1 3
1 . .2:1 4 s VO X2 )
it = o i iy
2. Soit n € N*.
e 'l existe k € N tel que n = 3k alors j* = (7°)F = 1.
o 'l existe k € N tel que n = 3k + 1 alors j* = (°)F.j = j
o 'l existe k € N tel que n = 3k + 2 alors j* = (j°)*.j% = j2
2021 +2021 2
. 11— 11— .9
3. b = =-1
> i =] T3 Ty it
k=1
Exercice 3: Vz € C, 3(z,y) €R, z=2z+1y.
1. z:z<:>x+iy:m—iy<:>{ zi_y Sy=0&zeR.
_ . . . . . . or =1 1
2.2243z=1-i2x+2y+3z-3iy=1-iedr—-iy=1-i& =1 <:>Z=g+1.
1 1—2i
3. 2iz:1—z@z(1+2i):1@z:1+2i<:)z: E L
1+ 2i 1—2i
42z=142icz= e, =12
2 2
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Chapitre 5 : Correction des exercices 2

Exercice 4:
L. 2| =2< 2€C(0,2)
2. |z| £ 2 < z appartient au disque de centre 0 et de rayon 2 D(0, 2).
3.2<|2| <5« 2 e D(0,4)\D(0,2) .
4. |z| = |z — 2| & z appartient a la médiatrice du segment [0,2] < Jy € R, z =1 +iy.
i

5. |z —1i] =]z +2i] & 3z € R, F=T— .

. . . ., . z
Exercice 5: On commence par le module puis on reconnait un angle associé au point d’affixe ﬁ
z

4i 4i
1. [4i| =4 et ﬁ = Zl =1i=cos (g) + isin <g) donc arg(4i) = %
-2 . .
2. |—2|=2et 3 =1 =cos(0) +1isin (0) donc arg(—2) = 0.
V3 +i V3 1 T T T
3. W3+i| = V3)2+12=2et :——Fif:cos(—)—i—isin(—) donc arg(v/3 +1) = —.
W3+l =1/(v3) =2t (g d B(V3+i) ="
1—/3i 1 V3 —T - T
4. [1—+/3i| = /12 + (=V3)2 = et:—i:cos<>+isin<> donc arg(1—+/3i) = —=.
1B = V17 (VB = 2o = i : . 51— V3i) = -
/s 1 141
1 1+i 11+ i 2 1—1i 2 1+i 2 1+i <7r> . . (71')
) ‘1—i ’ 5 5 5 e 1 NG 5 Xﬂ 7 cos 1 + isin 1 onc
1—i 2
1 s
arg| —— | = —.
t\1-i) " 1
4i |4i] 4 4i 4i(1 —1) )
‘1+i 1+i 2 V2et 1 2 t
i
1+i 242 1+i 4
Donc, 12;1 = 21\% = j{zc%(i)%—isin(i) doncarg<1+li):z
1+1i

Exercice 6: On rappelle que V0 € R, e = cos(0) + isin(6).

o T T
1. :21*:2( (f) isi (7))22._
z e 2 CcOs 5 + 1s1n 5 1

3. 2 =3el3 x 2716 = 6ei(%_%) = 6elt =6 (cos <%) +isin <%)) = 3v3+ 3i.
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Chapitre 5 : Correction des exercices 3

Exercice 7:

1.
] = V(=3)2+ V3 =vV12=2V3
z21 = 2\/§<2\?+.2\\/§>:2\/§<_;/§+i;>:2\/§<COS<5(;T>+ISID<56 >)—2\fe5gr
ol = V(2R V6 = VE=2v3
z9 = 2\/§<\/\;+ 2\@) 2\/§<;—|—ié§> :2\/§<cos(g>—|—1S1n(3)>—2\[‘31§r
25 = V(V8)?2+ VR =16 =4
z3 = 4 <\2§ —i\{f) =4 (\f —i?) =4 <cos <T> + isin <T>> — 4o
2.

3.4 9 5i—”34*—”4 93 5‘—“44—i7r .
Z _ 21Z3 — ( \/ge 6 ) i(ﬂe 4 ) — 3\/>e 2 _ _ _12\/5857 _ _12\/§Z
5 (2v/2e73)6 26,2373

Exercice 8:

2im 217r 4 2im 8im —3i7r 3im 371' 27T
a=w+uwt=es —|—( ) —es +es =e(e +e5):—2cos<5>:2cos<5>

La derniere égalité vient de Va € R, cos(m — x) = — cos(z).

i im 3 im im 717\' 4
b=w®+w —(er )2+(e27) —es e =e (e +e5):—2(:os<;r>:2cos(5ﬂ)

2. Les complexes a et b sont solutions de I’équation du second degré : (z —a)(z —b) = 22 — (a + b)z + ab = 0.
Nous devons calculer a + b et ab.

a+b = wrw'+uwr+uwd=w+w+wd+wt=-1
ab = (w+wh)(w? +w?) =w+w! +w + " =+ +wtw+ e =+t Fwtw? = -1

Donc a et b sont les deux solutions de 1’équation 22 + z — 1 = 0.

-1-+/5 —-1+5

3. A=1—-(—4)=5. Il y a donc deux solutions réelles : z; = ————— et 23 =

Une de ces solutions est a et 'autre est b.

-1 -1-+/5

2 2
L’angle g est dans le premier cadran dons a = 2 cos (;) > (0 donc a = et b=
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Chapitre 5 : Correction des exercices

4. On a donc

27 a V-1
cos | — = —=
5 2 4

_1)2 _
sin2(2w> = 1—cosQ<2;>:1—(\/51)—1—6 2\/5:10+2\/5

16 N 16

16

2 2
Puisque I’angle g est dans le premier cadran, sin <57r> est un nombre positif donc on peut passer a la

racine carrée.

; o 10+ 25 10 + 25
1n — = =
5 16 4

Exercice 9: Soit z € C que ’on note z = rel? sous forme exponentielle.

1. z=rell =re 10
2. —z = —rel? = elTrel? = rel(mt0)
3. iz = el2rell = rel(z+0)
. . . . im 2rsin(f)e'z si sin(h) > 0
4. z—z=rel? —re 10 = r(el? — e71%) = 2irsin(f) = 2rsin(f)e'z = ( ) . ( )2
—2rsin(f)e' 2 si sin(f) <0

Exercice 10:

1. On applique les formules d’Euler pour le cosinus et le sinus

0 _ o—if 2 /40 —ig\ 2
sin?(#) cos?(8) = <e > (e —|—2e >

( 219 2e19e19+e210> <e2i9+2eiﬁei0+62i9>
4

B 4

edif | 26219 1 Qa2 _ 9210 _ 4 9q—2i0 | o—2i02i0 | 9o—2i0 | o—4if

—16
el e _2 1—cos(49)
~16 B 8

On peut également retrouver ce résultat avec les formules de trigonométrie classiques.

On sait que : V 0 € R, sin(26) = 2cos(f) sin(f) et sin?(6) = M.

1 " 1 —cos(40) 1 — cos(40)

1
donc sin®(6) cos?(#) = 1 sin?(26) =

4 2 N 8
2.
3i0 -3i0\ 3
.. 3 e — e
30) = [— —
sin”(30) < 5 )
_ 1 (&0 36106310 | 33106610 _ o—910) _ i(egig 330 4 330 o

—8i —8i

79i9)

1 . ' ‘ . . o . o
L (0 o910 _ 5B _ o0y sin(960) — 3sin(360) _ 3sin(36) — sin(96)

—8i —4

4
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Chapitre 5 : Correction des exercices 5

3. Cette fois, on veut faire le travail dans I'autre sens et exprimer cos(46) comme un polynéme en cos(6).
Pour cela, on utilise I'autre lien entre cos(f) et el : cos() = Re(e'?).

cos(48) = Re(e™™) = Re((e”)") = Re[(cos(6) + isin(6))"]
(cos(f) +isin(6))* = cos?(8) + 4icos(#)sin*(8) — 6 cos?(#) sin?(6) — 4i cos(8) sin®(8) + sin()
cos(40) cos?(0) — 6 cos?(6) sin?(0) + sin?(0)
cos?(0) — 6 cos?(0)(1 — cos®()) + (
= 8cos*() — 8cos?(A) +1

1 —sin?(9))?

4. On fait pareil et on utilise encore le binéme de Newton pour développer la puissance 5.

sin(50) = Im[(cos(#) + isin(6))?]
(cos(6) 4 isin(0))® = cos®(6) + 5icos® () sin(f) — 10 cos®(#) sin?(8) — 10i cos? () sin®(#) + 5 cos(6) sin?(#) + isin
sin(50) = 5cos?(6)sin(f) — 10 cos?() sin®(0) + sin®(6)
= 5(1 —sin?(#))?sin(f) — 10(1 — sin?(9)) sin®(#
= 16sin°(#) — 20sin®(#) + 5sin(6)

) + sin®(0)

Exercice 11:
1. 22 — 4z +4 = (2 — 2)? donc I’équation admet une unique solution z = 2.

2. 2 =-4224+4=022- (202 =0 (2 —2i) (2 +2i) =0 & 2 =2i ou z = —2i.

3. A=3%2-4x2x5=9-40 = —31 < 0. L’équation admet deux racines complexes conjuguées :
-3 +iv3l -3 —iV31
a=— et zo = —
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Chapitre 5 : Correction des exercices

Exercice 12:
Soit (a,b) € C2.

%(!a—b\2+\a+b|2) - %((a—b)m+(a+b)m>:%((a—b)(6—5)+(a+b)(6+5))
= %(aa—aB—bﬁ+Bb+aa+a5~l—bﬁ+5b) = % (2]al® +2[bf?) = |a* + |b]?
Exercice 13:
1. Soit a = x + iy € C.
14+a? = N+at+iy?=0+z)2+y>=1+22+2%+y?
(L+a))* = 1+2[a|+|a* =1+2]a] +2® +¢*

Or, Re(a) < |a| donc = < |a] d’ott |1 + a|?> < (1 + |a|)?. En passant & la racine carré, |1 +a| <1+ |al.

2. Soit (2,2') € (C*)2.

!/ / /
lz+ 2| = |z <1 + Z> ‘ = |z]|1 + Zl< |z (1 + = > par la question précédente
z z z
22 < e+ ]
n n
3. On raisonne par récurrence pour démontrer ¥ n € N*, P(n) : "VY(z1,...,2,) € C", Z 2| < |2k|”
k=1 k=1
e Initialisation: Pour n = 1.
Soit z € C. |z] < |z| donc P(1) est vraie.
o Hérédité: Soit n € N* tel que P(n) soit vraie.
Soit (z1,...,2p41) € CHL
n+1 n
sz = sz + Zn+1
k=1 k=1
n
< Z 2| + |Zn41] par I'inégalité triangulaire
k=1
n
< Z |2k + |2n+t1] par hypothese de récurrence
k=1
n+1
< e
k=1
Donc, P(n + 1) est vraie.
n n
e Conclusion: Par le principe de récurrence, V(z1, ..., 2,) € C", 2| < |2k |
k=1 k=1

Exercice 14: On raisonne par récurrence pour généraliser les formules démontrées pour deux complexes.
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