Chapitre 4 : Correction des exercices 1

Exercice 1:

n
2. Z a’k.
k=0
3. C’est le produit de tous les nombres pairs plus petits que 2n donc

2x4x6x...%x(2n—2) x 2n = H(2k:)—2”Hk: [2n]

k=1

4. C’est le produit de tous les nombres impairs plus petits que (2n + 1) donc
n
Ix3x5x..x(2n—1)x 2n+1) =[] (2k+1).

En fait, c’est le produit de tous les nombres plus petits que (2n 4 1) divisé par tous les nombres pairs plus
petits que 2n
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Exercice 2:
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Exercice 3:
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Exercice 4:

n
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Chapitre 4 : Correction des exercices 2

2. ) ¢*(1-q) = (qk q“l)—q ¢t
k=1 k=1
“k-1 1 2 n—1 1
e R S
k=2
43 kx B = (k+1-Dk =) [(k+ Dk =k => [(k+1)! =k = (n+1)! - 1.
k=1 k=1 k=1 k=1
" B " 9 B " 9 i _n(n+1)(2n+1) n(n+1)_n+1
B.Y k(k+1) =) (K+k)=> K+> k= S + g = (n2n+1)+3n)
k=1 k=1 k=1 k=1
1 2 1 2
=1L o2 g gy = T2 V(4 2)
6 6
, 1 k-1 (k-1)k+1) k—-1k+1
6. Soit k € [2,n]. 1 _ﬁ: T 12 = P
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1_7 e _ —_— = .
() = I =T T =0 =
k=2 k=2 k=2 k=2

Exercice 5: Notons § = Zkg S est aussi égal a Z k3.
k=0

1. Z(k‘ +1)* — k* = (n + 1)* par la formule des sommes télescopiques.

n

2. ) (k+1)—k' = Z(4k3+6k2+4k+1 _4Zk3+62k2+42k+21

k=0 k(]
DoncZk—l—l Zk4_45+62k2—|—42k+n—|—1
k=0
Ainsi, 45 = (n+1) —GZkQ 4Zk =+ —nn+1)2n+1)—2nn+1) - (n+1)

:(n+1)4—n(n+1)(2n+1)—2n(n+1) (n+1) =n%(n+1)>
n?(n + )'

n
Finalement, Z k3 = 1

k=1

: : s vy _sin(g)
Exercice 6: Par les formules de trigonométrie, V1 < k < n, cos < > T o (z

2ok 2sin (2%)
n n . x n z .
L sin (557 1 sin(g757) 1 sin(z)
Donc, cos (7> = et SRNgR=T) .
I£I1 ok kl;[l QSIH(%) an kl;[l Sln(%) ~ on Sln(g—)
Y Sy S - = = n(n—1)
1. 1= = —(1+1 1 _ — = 1) -2 7/
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1si<jzn =1 j=itl =1 nombre d’entiers entre i + 1 et n =1 i=1 1=1
n(n—1)
d 1=
S IREL
1<i<j<n
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Chapitre 4 : Correction des exercices 3

n n n n
: : n(n+1) nn+1) n?(n+1)
2. = = = = .
2 Im2 2Ty 2
1<4,5<n i=1 j=1 i=1
n n n n n n n n n n n
3. (i+4)* = G452 =D ) (@42 +57) =D > 2+ Y 2ij+> > 5~
1<i,j<n i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
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formule sur les carrés

B I)IED ) LA LR

=1 j=1 7j=114i=1
2
AL = n?(n+1)2
L33 () () - () -
i=1 j=1 i=1 j=1 j=1
Finalement,
Zn: i+ ) = 2.n2(n + 1;(271 +1) N nQ(n; 1)2 _ 2n%(n +1)(2n +61) +3n2(n + 1)?
1<4,5<n
n*(n+1)22n+1)+3(n+1)] _ n*(n+1)(Tn+5)
N 6 N 6 '
4. (52 —18272 +57) =53 Y 218 Y i +5> > 52
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2 1)(2n+1 2 1)2(2n + 1)?
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+1)(2n+1) (10
_n(n 2)(" )<3—(n+1)(2n+1)>.

Exercice 8:
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4. Soit k € [0, 7] 1 n\ 1 n! B n! n! 1 n+1
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Exercice 9:

n n! B n! B (n—1) B (n—1) _ (n—1
L k(k:) =B =Dl =k~ "= Dl = bt "= Dl 1 = (k= 1)1 _”<k—1>‘
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Chapitre 4 : Correction des exercices 4

Exercice 10:

n
On remarque d’abord que P correspond en fait a la somme des <

k> pour k pair inférieur & n et I correspond a

n
la somme des (Z) pour k impair inférieur & n. Ainsi, [ + P = Z (?) = 2"
=0

n
De plus, P — I correspond donc a la somme des < k‘) avec un signe positif lorsque k est pair et négatif sinon.

n
n n [
D P-I= — = -1 .
onc, > <2k) > (% i 1) > (1) ( Z)
0<2k<n 0<2k+1<n 1=0
On a donc le systéeme suivant:

=P=I=2""1

P+I=2"
P—1=0

Exercice 11:
6
' 6 )
Par le binome de Newton, (a —b)% = Z <l>al(—b)6_l. Le coefficient en a*b? correspond & | = 2,
1=0
) NI E 2 6
c’est-a-dire (—1) o) = 15.
°. /9
Toujours par le binéme de Newton, (a — b+ 2¢)? = Z (k:) (a—b)?7F(2c).
k=0
9
On cherche le terme en ¢ donc on s’intéresse & k = 3 c’est a dire (3) 23(a — b)°.
4b203

Le terme en a est donné par celui devant a*b? dans (a — b)S.

Ce coeflicient est donc (g) 23 (g) = 10080.

Emmmmlzco+«g>+<g>:n+nm;n%}n—m?—1m:fm+&mw4ggm—2mﬁ—nkzmg5@

Donc I'équation & résoudre est n3 + 5n = 20n c’est a dire n(n? — 25) = 0.
On cherche une solution strictement positive donc n = 5 est la seule solution au probleme posé.

Exercice 13:
1. On applique le bindéme de Newton aux 2 termes de la somme:

=3 (3 e an

k=0

a
2n < 2n kp2n—k k=0
(a+b)" = Z L )e b

k=0
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Chapitre 4 : Correction des exercices 5

0 si k est impair

_1\2n—k —
Or, (=1) +1 { 2 si k est pair.

Finalement, il ne reste que les indices k£ pairs dans la somme c’est a dire quand k = 2p avec 0 < p < n.

Done, (a — b)> + (a +b)*" = zn: (2”> PR 5 9 — 9 Zn: @Z) ()P (b2)"P.

p=0 2]9 p=0

n
2
2. Pour calculer s, , on applique la formule avec a =1 et b= +/2 : 5, = 2 Z (2Z> (a®)P(b*)"P.
p:

C’est bien un entier naturel pair.
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